PREPARACIÓN OLIMPIADA MATEMÁTICA ESPAÑOLA (CURSO 2018-19)
POLINOMIOS (26-10-2018)

Resumen teórico: Fórmulas de Cardano-Vieta.

                             Teorema del resto.



      Regla de Ruffini.
1) ¿Existe algún polinomio de coeficientes enteros tal que 
[image: image1.wmf]4000

)

3000

(

2000

)

2000

(

,

1000

)

1000

(

=

=

=

P

y

p

p

?

2) Si a, b y c son las tres raíces del polinomio 
[image: image2.emf]X =3x2+2x-2=0
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3) Sea x un número real tal que x3 + 2x2 +10x = 20. Demostrar que tanto x como x2 son irracionales.
4)  Sean a, b, c tres enteros distintos, y sea P un polinomio con coeficientes enteros. Prueba que las condiciones P(a)=b, P(b)=c, P(c)=a no pueden cumplirse simultánea-mente.

5) Se sabe que el polinomio  p(x) = x3 – x + k  tiene tres raíces que son números enteros. 

Determínese el número  k.

6) Sean 
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, 
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, 
[image: image7.wmf]c

 números reales no nulos y 
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a
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. Probar que si las ecuaciones x2 + ax + bc = 0 y  x2 + bx + ca = 0 tienen una raíz común, entonces las restantes raíces verifican la ecuación x2 + cx + ab = 0.

7) Determinar todas las ternas de números reales (a,b,c) con 
[image: image9.emf]az=b, a=0, ,b=0
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, tales que las parábolas 
[image: image10.emf]y=ax’+bx+c, y=bx’+cx+a
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    tienen el mismo vértice.

8) Consideremos los polinomios 
[image: image11.emf]P(x)=x"+ax’ +bx+c, QO(x)=x"+Ax"+Bx+C
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, (x es la variable, a, b, c, A, B, C son parámetros). Sabemos que las tres raíces de P son positivas y que las raíces de Q son los números inversos de las raíces de P. Probad que 
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9) Consideramos los polinomios 
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(x es la variable, A, B, C son parámetros). Supongamos que, si a, b, c son las tres raíces de P, las de Q son 
[image: image15.wmf],
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. Determinad todos los posibles polinomios P, Q.
10)  Resolver 
[image: image16.emf]' +3x° =5x7 +3x+1=0
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11) Calcular los números p y q tales que las raíces de la ecuación 
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sean D y 1-D,  siendo D el discriminante de esa ecuación de segundo grado.

12) Las tres raíces del polinomio 
[image: image18.emf]x’—14x*+ Bx -84
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 son los lados de un triángulo rectángulo. Hallar B.

13) Sea 
[image: image19.emf]








 y P(x) un polinomio de coeficientes enteros que cumple que los números P(1), P(2), …, P(n) son 1, 2, …, n (no necesariamente en el mismo orden). Demostrar que uno de los números P(0) o P(n+1) es múltiplo de n!

14) Supongamos que la ecuación polinómica de coeficientes enteros 
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tiene tres raíces enteras. Justifica que las paridades de a y b determinan las paridades de las soluciones.
Problemas propuestos en Fase Nacional

1) Sean los polinomios:  P(x) = x4 + ax3 + bx2 + cx + 1; Q(x) = x4 + cx3 + bx2 + ax + 1.

Halla las condiciones que deben cumplir los parámetros reales a, b y c (a ( c) para que P(x) y Q(x) tengan dos raíces comunes y resuelve en ese caso las ecuaciones P(x) = 0;   Q(x) = 0. (Fase Nacional 2000)

2) Demuestra que en el caso de que las ecuaciones:

x3 + mx - n = 0 ,

nx3 - 2 m2 x2 - 5mnx - 2m3 - n2 = 0   (n ( 0)

tengan una raíz común, la primera tendrá dos raíces iguales y determina entonces las raíces de las dos ecuaciones en función de n. (Fase Nacional 1995)

3) Prueba que la gráfica del polinomio 
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 es simétrica respecto  del punto 
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(Fase Nacional 2001)

4) Sobre la gráfica de una función polinómica con coeficientes enteros, se eligen dos puntos con coordenadas enteras. Probar que si la distancia entre ellos es un número entero, entonces el segmento que los une es paralelo al eje de abscisas. (Fase Nacional 2015)

5) Sean a y b enteros. Demostrar que la ecuación 
[image: image26.emf](x-a)(x-b(x-3)+1=C









 admite a lo sumo una solución entera. (Fase Nacional 2015)

6) Sea P(x)  un polinomio con coeficientes enteros. Demostrar que si existe un entero k tal que ninguno de los enteros P(1), P(2), …, P(k) es divisible por k, entonces  no tiene raíces enteras. (Fase Nacional 2006)

7) Se consideran las parábolas y = x2 + px + q que cortan a los ejes de coordenadas en tres puntos distintos por los que se traza una circunferencia. Demostrar que todas las circunferencias trazadas al variar p y q en R pasan por un punto fijo que se determinará.
(Fase Nacional 1997).

8) Sean a, b y c números reales. Se consideran las funciones 
[image: image27.emf]f(X)=ax+bx+c, gx)=cxX+bx+a









. Sabiendo que 
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demostrar que si 
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, entonces 
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. (Fase Nacional 1996)

Problemas de la Olimpiada Internacional

1) ¿Existen polinomios P y Q tales que 
[image: image32.emf]PX))=(Xx-1DX=-2)---(x=-19
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2) Si un polinomio real P(x) satisface que 
[image: image33.emf]P(x)=0









 para todo x, prueba que existen polinomios reales A(x) y B(x) tales que 
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 Si un polinomio real P(x) satisface que 
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 para todo 
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, prueba que existen polinomios reales A(x) y B(x) tales que 
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(Indicación: Puede ser útil recordar que 
[image: image38.emf](&% +yBP) (& + ydP) = (ac+ybd)? + (ad- ybo)?
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